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Aufgabe 1: Gegeben ist die Funktion

f(x) :=
1p
2¼
e¡

x2

2 :

a) Skizzieren Sie diese Funktion.
b) Wie hei¼t die Kurve?
Sie hei¼t Gau¼sche Glockenkurve.
Die allgemeine Form der Funktion hei¼t Gau¼sche Normalverteilung und lautet

f(x) :=
1p
2¼¾

e¡
(x¡¹)2
2¾ :

Dabei ist ¹ der Erwartungswert und ¾ die Standardabweichung. f(x) ist symmetrisch zur
Geraden x = ¹, hier liegt auch das einzige Maximum. Die Funktion ist normiert, d.h. die
FlÄache unter der Dichtefunktion hat den Wert Eins (Sie sollten daher bei Aufgabe d einen Wert
kleiner als Eins herausbekommen). In unserem Falle ist ¹ = 0 und ¾ = 1 und wir sprechen von
Standardnormalverteilung. Die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten einer normalverteilten
ZufallsgrÄo¼e erfolgt in der Anwendung stets mit Hilfe der in der Integralform dargestellten
Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung. Die Wahrscheinlichkeit P dafÄur, dass der
Abstand jX ¡ ¹j einer Variablen X vom Erwartungswert ¹ geringer ist als die Standardabwei-
chung ¾ ist kleiner als 0,683 (in Formel: P (jX ¡ ¹j < ¾) < 0; 683). D.h. rund 68,3 % aller
Werte der Zufallsvariablen X liegen im abgeschlossenen Intervall [¹ ¡ ¾; ¹ + ¾]. FÄur unsere
Normalverteilung bedeutet dies: Das Integral von [¹¡ ¾; ¹+ ¾] = [¡1; 1] ist ungefÄar 0,683.

c) Berechnen Sie die Mac Laurinsche Reihe Tn (Taylorreihe mit Entwicklungspunkt Null) bis
zum dritten nichtverschwindenen Glied.
Es ist nach Kettenregel f 0 = ¡x f , der Rest geht mit Produktregel.
Ordnung Ableitung Auswertung

0 f = 1p
2¼
e¡

x2

2
1p
2¼

1 f 0 = ¡x f 0

2 f (2) = ¡f ¡ xf 0 = ¡f ¡ x(¡xf) = (x2 ¡ 1)f ¡f(0) = ¡ 1p
2¼

3 f (3) = 2xf + (x2 ¡ 1)f 0 = 2xf + (x2 ¡ 1)(¡xf) = (¡x3 + 3x)f 0

4 f (4) = (¡3x2 + 3)f + (¡x3 + 3x)f 0 = (x4 ¡ 6x2 + 3)f 3f(0) = 3 1p
2¼
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d) Berechnen Sie das Integral
R 1
¡1 f(x)dx nÄaherungsweise durch

R 1
¡1 Tn(x)dx.
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Bemerkung: Vergleiche (b).

Aufgabe 2: Gegeben ist die Di®erentialgleichung y0 = ¡2ty + te¡t2 .
LÄosen Sie die Di®erentialgleichung und das Anfangswertproblem y(0) = 2.

Es handelt sich um eine lineare Di®erentialgleichung mit StÄorglied te¡t
2
. Wir lÄosen zuerst die

homogene, dann die inhomogene Gleichung:
Die homogene Gleichung lautet y0 = ¡2ty und lÄa¼t sich sehr leicht durch Trennung der Vari-
ablen lÄosen:

y0h = ¡2tyh , dyh
yh

= ¡2t dt , ln jyhj = ¡t2 + c , yh = e
¡t2+c = ·e¡t

2

mit · = ec

FÄur die inhomogene Geichung wÄahlen wir die Variation der Konstanten. Sei yp = ·(t)e¡t
2
.

Dann folgt y0p = ·(t)
0e¡t

2
+ ·(t)(¡2te¡t2) = ·(t)0e¡t2 ¡ 2typ:

Soll dies eine LÄosung der Aufgabengleichung sein, so ist ·(t)0e¡t
2
= t e¡t

2
und damit ·(t)0 = t:

Durch Integration erhalten wir ·(t) = 1
2
t2 + ~c (~c Integrationskonstante), so dass die partikulre

LÄosung gegeben ist durch yp =
³
1
2
t2 + ~c

´
e¡t

2
.

Die GesamtlÄosung des Systems ist de¯niert durch y = yh + yp und somit ist

y(t) = ·e¡t
2

+
µ
1

2
t2 + ~c

¶
e¡t

2

=
µ
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2
t2 + c¤

¶
e¡t

2

mit ·+ ~c = c¤.

Die Anfangswertaufgabe ergibt sich durch Einsetzen von t = 0 in y:

y(0) =
µ
1

2
02 + c¤

¶
e¡0

2

= c¤ also ist y(0) = 2 genau dann wenn c¤ = 2

Und so folgt
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µ
1

2
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¶
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Aufgabe 3: a) Berechnen Sie die Minima, Maxima und Sattelpunkte der Funktion

f(x; y) := 2x2 + cos(y):

Extremwerte und Sattelpunkte existieren nur in den Punkten, in denen der Gradient ver-
schwindet, d.h. wir berechnen zuerst den Gradienten und die Nullstellen des Gradienten.

grad f(x; y) := (4x;¡ sin y) = (0; 0) () 4x = 0 und sin y = 0 () x = 0 und y = k ¼

Ob es sich bei diesen Punkten um Extrema oder Sattelpunkte handelt, erfahren wir mithilfe
der Hessematrix

Hf(x; y) :=

Ã
fxx fxy
fyx fyy

!
=

Ã
4 0
0 ¡ cos y

!
:

Ist die Determinante der Hessematrix

¢ := detHf(x; y) :=

¯̄̄̄
¯ fxx fxy
fyx fyy

¯̄̄̄
¯ = ³

fxx fyy ¡ f 2xy
´
:

² positiv, so handelt es sich um Extremum, und zwar ein

{ Minimum, wenn fxx > 0 ist und ein

{ Maximum, wenn fxx < 0 ist.

² negativ, so ist ein Sattelpunkt gegeben

² gleich Null, so kann keine Aussage gemacht werden.

In unserem Fall istHf(x; y) = ¡4 cos y unabhÄangig von x. Da cos 0 = cos 2¼ = cos 4¼ = : : : = 1
und cos¡¼ = cos¼ = cos 3¼ = : : : = ¡1 ist

Hf(0; k¼) =

( ¡4 falls k gerade
4 falls k ungerade

Also folgt:

FÄur k gerade ist Hf(0; k¼) negativ, daher ist P = (0; k¼) Sattelpunkt.

FÄur k ungerade ist Hf(0; k¼) positiv, daher ist P = (0; k¼) Extremum. Mit fxx = 4 > 0
handelt es sich um ein Minimum.

Anschauung: Die Kurve der Funktion sieht folgenderma¼en aus

² entlang der y-Achse ist x = 0 und daher entspricht die Funktion hier dem normalen
Cosinus

² parallel zur x-Achse in x0 Äandert sich die y-Komponente nicht, so dass hier eine Parabel
zu sehen ist, gestreckt um den Faktor 2 und vertikal verschoben um cos(x0).
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Wir sehen also eine Rinne mit Cosinus als Grundlage....

b) Ein Vektorfeld f : R3 ! R3 hei¼t rotationsfrei, falls rot f(x; y; z) = ~0 ist fÄur alle (x; y; z).
Geben Sie die ¸ an, fÄur die

f(x; y; z) :=

0B@ ¸xy ¡ z3
(¸¡ 2)x2
(1¡ ¸)xz2

1CA
rotationsfrei ist.

Es ist:

rot f =

0BBBB@
@ f2
@ z
¡ @ f3

@ y

@ f3
@ x
¡ @ f1

@ z

@ f1
@ y
¡ @ f2

@ x

1CCCCA =
0BBBB@

0¡ 0
(1¡ ¸)z2 + 3z2
¸x¡ (¸¡ 2)2x

1CCCCA !
=

0BBBB@
0

0

0

1CCCCA
Dies gilt genau dann, wenn

(1¡ ¸)z2 + 3z2 = (4¡ ¸)z2 = 0 () ¸ = 4

¸x¡ (¸¡ 2)2x = x(¸¡ 2¸+ 4) = x(¡¸+ 4) = 0 () ¸ = 4

FÄur ¸ = 4 ist das Vektorfeld rotationsfrei.

Aufgabe 4: Ein Hohlzylinder mit Innenradius ri = 6 cm, Au¼enradius ra = 10 cm und
ZylinderhÄohe hz = 10; 5 cm wird mit Wasser gefÄullt, bis die WasserhÄohe hw = 10 cm betrÄagt.
Es sei

VZ Volumen des Zylinders

VW Volumen des Wassers

VK Volumen der Kugeln

entsprechend mW ;mK Masse des Wassers / der Kugeln

a) Berechnen Sie das Volumen, dass das Wasser einnimmt, mithilfe geometrischer ÄUberlegun-
gen:
Jeder Zylinder besitzt das Volumen: Grund°Äache mal HÄohe, also bei kreisfÄormiger Grund°Äache
V = ¼r2 ¤ h. Ein Hohlzylinder besitzt das Volumen eines normalen Zylinders mit Radius ra
abzÄuglich des Volumens eines weiteren normalen Zylinders mit Radius ri, also

VZ = ¼r
2
a ¤ hZ ¡ ¼r2i ¤ hZ = ¼hZ(r2a ¡ r2i )

FÄur das Wasservolumen errechnen wir daher

VW = ¼hW (r
2
a ¡ r2i ) = ¼ ¢ 10cm ¢

h
(10cm)2 ¡ (6cm)2

i
= ¼ ¢ 10 ¢ [100¡ 36] cm3 = ¼ ¢ 10 ¢ 64cm3 = 640¼cm3
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b) Berechnen Sie das Volumen, dass das Wasser einnimmt, als Mehrfachintegral:

Zylinderkoordinaten bieten sich an. Damit ist die Parametrisierung:
0 · z · hW
ri · r · ra
0 · ' · 2¼

und wir erhalten das Integral

V =
Z 2¼

'=0

Z ra

r=ri

Z hW

z=0
r dz dr d'

=
Z 2¼

'=0

Z ra

r=ri
r [ z ]hW0 dr d' =

Z 2¼

'=0

Z ra

r=ri
r hW dr d'

=
Z 2¼

'=0
hW

1

2
[ r2 ]rari d' =

Z 2¼

'=0

1

2
hW (r2a ¡ r2i ) d'

=
1

2
hW (r2a ¡ r2i )[']2¼0 =

1

2
hW (r2a ¡ r2i ) 2¼

= ¼ hW (r2a ¡ r2i );

welches identisch ist mit dem Ergebnis aus Aufgabe a.

c) Drei Kugeln aus Eisen vom Radius R = 2 cm werden in dem Wasser versenkt.
Um wieviel steigt der Wasserpegel (Flie¼t ggf. Wasser Äuber den Rand?)

Das Volumen der drei Kugeln ist

VK = 3 ¤ 4
3
¼R3 = 4¼ (2cm)3 = 32¼

D.h. beim Einbringen in das Wasser verdrÄangen die Kugeln Wasser vom Volumen 32¼.
Statt der 640¼cm3 sind nun (640 + 32)¼cm3 = 672¼cm3 Volumen vorhanden. In das GefÄa¼
passen VZ = ¼hZ ¢ 64cm3 = ¼ 10; 5 ¢ 64cm3 = 672¼cm3. Damit passen Wasser und Kugeln
genau in das GefÄa¼ ohne, dass etwas ÄuberlÄauft.

d) Berechnen Sie die Gesamtmasse von Wasser und Kugeln in dem Hohlzylinder.

Es sei m die Gesamtmasse. Dann ist m = mW + mK die Summe von Wasservolumen und
Kugelvolumen. FÄur die Masse gilt m = ½ ¤ V , so dass wir erhalten:

m = ½Wasser ¢ VW + ½Eisen ¢ VK = 1 g

cm3
¢ 640¼cm3 + 8 g

cm3
¢ 32¼cm3 = (640 + 256)¼g = 696¼g:

(Es ist VKugel =
4
3
¼R3; ½Wasser ¼ 1 g/cm3 und ½Eisen ¼ 8 g/cm3.)
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